
 

 
今回は 2026年度の大阪大学の理系の第３問を解説
したいと思います．

理系 第３問
aを実数とし，複素数 zに対して

f(z) =
(1¡ ai)z+ (1 + ai)z

2

とする．ただし，iは虚数単位，zは zと共役な
複素数である．
(1) f(z)は実数であることを示せ．
(2) 実数 aに対して， z = 1かつ

f(z)ff(z)¡ f(i)¡ 2g = ¡2f(i)

となるような複素数 z の個数を N(a) とす
る．N(a)を求めよ．

※なお本原稿における解答や解説は，大阪大学が公
表したものではなく，研伸館が独自で作成したもの
です．

【解答】
(1) aは実数より

f(z) =
(1¡ ai)z+ (1 + ai)z

2

=
(1 + ai)z+ (1¡ ai)z

2

=
(1¡ ai)z+ (1 + ai)z

2

= f(z)

である．よって，f(z)は実数である．

(2) f(i) =
(1¡ ai)i+ (1 + ai) ¢ (¡i)

2
= a

であるから

f(z)ff(z)¡ f(i)¡ 2g = ¡2f(i)

f(z)ff(z)¡ a¡ 2g = ¡2a

ff(z)g2 ¡ (a+ 2)f(z) + 2a = 0

ff(z)¡ agff(z)¡ 2g = 0 Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ 1

である．

z = 1より，0 · µ < 2¼を満たす µを用いて
z = cosµ+ i sinµ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ 2

とおける．このとき zと µは 1対 1に対応するか
ら，zと µが 1対 1に対応することから， 1か
つ 2を満たす µの個数を求めればよい．

f(z) = 1
2
f(1¡ ai)(cosµ+ i sinµ)

+ (1 + ai)(cosµ¡ i sinµ)g

= cosµ+ a sinµ

=
C

a2 + 1sin(µ+ ®)

である．ただし，®は
cos® = a

B

a2 + 1
; sin® = 1

B

a2 + 1

を満たす実数である．® · µ+ ® < 2¼+ ®より，
f(z)の変域は

¡
C

a2 + 1 · f(z) ·
C

a2 + 1

であり，f(z)の値を 1つ定めたとき，それに対応
する µの個数は

f(z) = §
B

a2 + 1のとき 1個
¡
B

a2 + 1 < f(z) <
B

a2 + 1のとき 2個
である．

a =
C

a2 <
C

a2 + 1

より
¡
C

a2 + 1 < a <
C

a2 + 1

であるから，f(z) = aを満たす µの個数は aの
値によらず 2個である．
(i) a = 2のとき， 1は

f(z) = 2 (= a)

となるから，これを満たす µの個数は 2個で
ある．

(ii) a Ë 2のとき， 1は
f(z) = 2 ; a

となる．
(ア)

C

a2 + 1 < 2，つまり，¡
B

3 < a <
B

3

のとき
f(z) = 2かつ 2を満たす µが存在しな

いので， 1かつ 2を満たす µの個数は 2
個である．
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(イ)

C

a2 + 1 = 2，つまり，a = §
B

3のとき
f(z) = 2かつ 2を満たす µの個数が 1

個なので， 1かつ 2を満たす µの個数は
3個である．

(ウ)
C

a2 + 1 > 2，つまり，a < ¡
B

3 ;
B

3 <

aのとき
f(z) = 2かつ 2を満たす µの個数が 2

個なので， 1かつ 2を満たす µの個数は
4個である．

以上より

N(a)

= Y 2 "¡B3 < a < B3 ; a = 2:
3 "a = §B3 :
4 "a < ¡B3 ; B3 < a < 2 ; 2 < a:

である．
【解説】
複素数平面の問題です，と言ったものの実際に複素
数平面の知識を使っているのは z = 1から zを極形
式でおくところのみと言っても過言ではなく，複素数
(虚数)に関わる処理は数Ⅱ範囲に収まっています．
(1) 実数であることを示すには，以下の実数条件を
使うことが多いです．

公式 (実数条件)
複素数 zが実数であるための条件は
z = z

である．

共役な複素数がもとの複素数と等しいことを示
せばよいです．【解答】でも

f(z) = f(z)

を証明しています．
これぐらいの式であれば，x ; yを実数として

z = x+ yi

とおいて，f(z)を計算し，a ; x ; yだけで表さ
れることを示すという方法でもよいでしょう．い

ずれにせよ，(2)で f(z)を求めることになるの
で，悪くない方針かもしれません．

(2) (1)より，f(i)は (計算しなくても)何かしらの
実数であり

f(z)ff(z)¡ f(i)¡ 2g = ¡2f(i)

ff(z)g2 ¡ ff(i) + 2gf(z) + 2f(i) = 0

ff(z)¡ f(i)gff(z)¡ 2g = 0

Ú f(z) = f(i) ; 2

のように，f(z) について解くことができます．
「解ける方程式は解く」べきです．
次に， z = 1 という条件の扱いです．次の 2
つのことはいつでも引き出せるようにしておきま
しょう．

知識 z = 1のとき
! z = cosµ+ i sinµとおける．
" z = 1

z である．

今回は!を利用しました．µを 0 · µ < 2¼に
限定しておくと，zと µは 1対 1に対応するため，
µの個数を数える問題に言い換えられます．
!を f(z)の式に代入すると

f(z) = cosµ+ a sinµ

=
C

a2 + 1sin(µ+ ®)

となるので，あとは f(z)と µの個数の対応を考
えれば，条件を満たす µの個数を求めることがで
きます．a = 2のときは，f(z)に関する 2次方程
式が重解となることに注意しましょう．
【解答】では三角関数を用いて，zつまり µの個
数を求めましたが，次のように考えることもでき
ます．

f(z) = 2

cosµ+ a sinµ = 2

を満たす µの個数はV x2 + y2 = 1
x+ ay = 2
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を満たす実数の組 (x ; y) の個数として求める
ことができ，これは円 C : x2 + y2 = 1 と直線
l : x+ ay = 2の共有点の個数として得られます．
この個数は，円 Cの中心 (0 ; 0)と直線 lとの

距離
¡2

B

1 + a2
=

2
B

1 + a2

と円 Cの半径 1の大小を調べることによって求め
ることができます．具体的には

2
B

a2 + 1
< 1のとき 2個

2
B

a2 + 1
= 1のとき 1個

2
B

a2 + 1
> 1のとき 0個

です．f(z) = aについても同様にすればいいで
しょう．こちらはどんな a の値でも 2 個になり
ます．

今回は以上です．お疲れ様でした．
(数学科 桒野)
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