
　中学時代に学んだ作図．例えば，角の二等分線の作図は，

1 Oを中心とする円を描き，OA,OBとの交点をそれ
　ぞれ A¢,B¢とする．

2 A¢,B¢を中心とする1と同じ半径の円を描き，2円
　の交点を Cとする．

3 O,Cを結ぶ直線が，–AOBの二等分線になる．

　四角形 OA¢CB¢が菱形 (4辺の長さが等しい四角形 )

になるのがポイントである．

　ここで，1の円の半径が 1であったら，
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は単位ベクトルになり，
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であり，これが –AOBの二等分線の方向ベクトルになっ
ている．
　このように，作図の発想は大学入試数学を解くときに
活きることがある．それを紹介していくのが本稿の目的
である．まずは 2009年の大阪大 (理系 )の問題．純粋
にベクトルの問題として解くのが標準的であるかも知れ
ないが，ここでは敢えて作図の発想で解いてみよう．

　 問題 1.　平面上の三角形 OABを考え，辺 ABの中

　点をMとする．
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　とおき，点 Pをa b∑ ∑OP OP
L L

= - > 0であるよう

　にとる．直線 OPに Aから下ろした垂線と直線 OP

　の交点を Qとする．

　（１）MQ
L
とbは平行であることを示せ．

　（２） ª ºL L L
= +MQ

1

2
OA OB であることを示せ．

解 　（１）（２）Pは

( )a b+ =∑OP
L

0を満たす．
　a,bは単位ベクトルで
あるから，a + bは –AOB

の二等分線 lの方向ベクトル
となる．ゆえに，Oを通り，
lと垂直な直線m  (つまり
外角の 2等分線 )上に点 Pはある．さらに，

 a b∑ ∑OP OP
L L

= - > 0

より，点 Pはm上で，lに関して Aと同じ側にある．
　ここで，mに
関して Aと対称
な点 A¢をとると，
三角形 OAA¢は
OA = OA¢の二等
辺三角形であり，
Qは辺 AA¢の中
点である．また，
3点 B,O,A'は
一直線上にあり，
Mが辺 ABの中点であるから，中点連結定理より，MQ

と A¢Bは平行で，MQの長さは A¢Bの長さの半分である．

よって，MQ
L
とbは平行であり，
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である．
＊　　　　　　　　　　＊

　内角の二等分線の方向ベクトルa + bと垂直という
情報から，直線 OPが外角の二等分線mになった．
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　さらに，垂線の足 Qを考えるところでは，mに関す
る Aの対称点 A'が鍵となった．これも作図のイメージ
からとらえたものである．つ
まり，Qの作図法を考えるの
である．
　図のように，対称点 A'を
作図してから，A,A'を結ぶ
直線とmとの交点として，
垂線の足 Qを得る (交点とし
てとらえることが大事！ )．
　しかも，Qが線分 AA'の中点なので，Mが中点であ
ることと相まって，中点連結定理を使えることに気づく
ことができた．

＊　　　　　　　　　　＊
　作図の考え方の基本は，点を「2曲線の交点」と考え
ることである．ここでいう曲線は主に円と直線で，これ
らを「何らかの条件を満たす点の軌跡」と見るのである．
　次は，2013年の東京大 (理科 )の問題である．作図に
こだわって解いていこう．（１）では単位円を利用して
単位ベクトルの終点を作図してみよう．そして（２）では，
どのようにしたら（１）を利用して Pを作図できるかを
考えよう．

　 問題 2.　GABCにおいて –BAC = 90∞, =AB 1
L

,

　 =AC 3
L

とする．GABCの内部の点 Pが
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　を満たすとする．
　（１）–APB,–APCを求めよ．

　（２） PA ,PB ,PC
L L L

を求めよ．

解 （１）
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は単位ベクトルである．点

Pを始点とする位置ベクト
ルがこれらになるような点を
順に A¢,B¢,C¢とする．する
と，3点は，それぞれ，Pを
始点とする半直線 PA,PB,

PCと，Pを中心とする半径
1の円の交点である．しかも，
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となるので，三角形 A¢B¢C¢の重心が外心 Pと一致する．
よって，三角形 A¢B¢C¢は正三角形である．ゆえに，
 –APB = –A¢PB¢ = 120∞,

 –APC = –A¢PC¢ = 120∞

である．
（２）図のように座標平
面上に三角形 ABCを置
く．A(0,0),B(1,0),

C(0, 3)である．

　3点 P,A,Bを通る
円を C1とし，3点 P,

A,Cを通る円を C2と
すると，Pは 2円 C1,

C2の交点である．
　C1の描き方を考えよう．（１）より，–APB = 120∞で
あるから，C1は「ABを 1辺とする正三角形を，ABに
関して Cと反対側に作るとき，その外接円」になってい
る．そして，その正三角形の重心が C1の中心である．
　同様に，ACを 1辺とする正三角形を，ACに関して
Bと反対側に作るとき，その外接円が C2である．

　よって，C1は中心
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である．
＊　　　　　　　　　　＊

　Pは –APB = 120∞かつ –APC = 120∞を満たす点であ
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動くとき，3つの線分の長さの和 AQ + BQ + CQが最小
になる Qは？』を考えてみよう．
　図のように正三角形 ACE

を作る．三角形 AQCを Aの
周りに 60∞回転すると，Cは
Eに重なる．Qの像を Q¢と
おくと，三角形 AQQ¢は正三
角形である．
　よって，
 AQ + BQ + CQ = QQ¢ + BQ + Q¢E

であるから，これは B,Q,Q¢,Eが同一直線上にある
ときに最小で，最小値は BEである．このとき，Qは
BE上で，–AQE = 60∞となる．これは，フェルマー点
を Pとすると，Q = Pということである．
　これがフェルマー点の有名な性質である．
　線分の長さの和の最小値を考える問題は，端点が固定
された折れ線に帰着するのが定石である．重要な端点 E

を作図して，折れ線に長さを移すために，正三角形を作
図したのである．
　では，「2円の交点」として点をとらえる問題をもう 1

つやってみよう．2009年の京都大 (理系 )の問題である．
必要と十分に分けて論証する．

　 問題 3.　平面上の鋭角三角形GABCの内部 (辺や

　頂点は含まない )に点 Pをとり，A¢を B,C,Pを
　通る円の中心，B¢を C,A,Pを通る円の中心，C¢

　を A,B,Pを通る円の中心とする．このとき A,

　B,C,A¢,B¢,C¢が同一円周上にあるための必要
　十分条件は PがGABCの内心に一致することであ
　ることを示せ．

解 　–A = 2a,–B = 2b,–C = 2cとおくと，

 a + b + c = 90∞

である．
　まず「Pが内心であれば 6点
が同一円周上」を示す．対等性
から，「Pが内心のときに 4点
A,B,C,A¢が同一円周上」を

示せば十分．
　内心は角の二等分線の交点な
ので，
 –BPC = 180∞ - (b + c) = 90∞ + a

である．ゆえに，Pを含む方の弧 BCに関する円周角は

る．–APB = 120∞を満たす点 Pの軌跡が円 C1である．
それを描くには，正三角形を経由するのが良いだろう．
C2も同様に考えて，Pを「2曲線の交点」と見ることが
できた．

＊　　　　　　　　　　＊

　 問題 2で登場した

	 –APB = –BPC = –CPA = 120∞

となる点 Pは，三角形 ABCのどの角も 120∞未満であれ

ば， 解 の方法で作図できる．この点はフェルマー点と

呼ばれている．
　これについて，
少し補足しよう．
　三角形 ABCの
外側に正三角形
ABD,ACEを描
き，それらの外接
円の交点が Pである．すると，「3点 B,P,Eは同一直
線上」である．なぜなら，円周角の定理から
 –APE = –APD = –BPD = 60∞

　\ –BPE = 180∞　
となるからである．
　同様に，3点 C,P,Dも同一直線上にある．しかも，
三角形 ABE,ADCは合同である．なぜなら，正三角形
の性質から
 AB = AD,AE = AC,

 –BAE = –BAC + 60∞ = –DAC

となり，二辺夾角相等となるからである．実際，三角形
ADCをAの周りに 60∞回転すると三角形ABEに重なる．
　同様にして，
三角形 ABCの外
側に正三角形
BCFを作ると，3

点 A,P,Fは同
一直線上にあり，
三角形 BAFと
BDCは合同，三
角形 CAFと CEB

も合同である．
　よって，AF,BE,CDは等長である．
　次々に作図していくことで，図形的な性質が分かっ
ていくのは興味深い．AF,BE,CDは等しいが，この
長さにも面白い意味がある：
　『どの角も 120∞未満の三角形 ABCの内部を動点 Qが



集中講義～作図～

4

 180∞ - (90∞ + a) = 90∞ - a

となり，中心角は –BA¢C = 180∞ - 2aとなる．ゆえに，
 –BAC + –BA¢C = 180∞

となるから，4点 A,B,C,A¢は同一円周上にある．
　次に，「6点が同一円周上ならば Pが内心」を示す．
いま，A¢は B,C,Pを通る円の中心で，三角形 ABC

の外接円上にあるので，BCの垂直二等分線と外接円の
交点のうち，BCについて Aと反対側にある点である．
同様に，B¢,C¢も作図できる．
　そして，中心 A¢で
B,Cを通る円 C1と，
中心 B¢で C,Aを通る
円 C2と,中心 C¢で
A,Bを通る円 C3が
1点で交わり，その交
点が Pである．ここま
での仮定から，Pが内
心であることを示す．
　内心を Iとおくと，先ほどの議論から
 –BIC = 90∞ + a,–CIA = 90∞ + b,–AIB = 90∞ + c

となることに注意しておく．
　A,B,A¢,Cがこの順で同一円周上にあるので，
 –BA¢C = 180∞ - 2a

であり，円 C1での円周角，中心角に注目して，
 –BPC = 180∞ - (180∞ - 2a) ∏ 2 = 90∞ + a  ( = –BIC)

である．同様に
 –CPA = 90∞ + b  ( = –CIA),

 –APB = 90∞ + c  ( = –AIB)

である．ゆえに，Iは 3円 C1,C2,C3上にある．3円の
交点は Pしかない (例えば，C1と C2は Cと Pで交わっ
ているので，他に交点はない )ので，P = Iである．
　以上で，必要十分性が示された．

＊　　　　　　　　　　＊
　最後は空間での作図問題．2011年の京都大 (理系 )の
問題である．空間内で2点から等距離にある点の軌跡は？

　 問題 4.　空間内に四面体 ABCDを考える．このと

　き，4つの頂点 A,B,C,Dを同時に通る球面が存
　在することを示せ．

解 　4点 A,B,C,Dから等距離にある点が存在する

ことを示せば良い．
　空間内で 2点 A,Bから等距離にある点の集合は，線
分ABの中点を通り，線分ABに垂直な平面である (以後，

“線分 ABの垂直二等分平面”と呼ぶ )．この平面と平面
ABCの交わりは，平面 ABC内での線分 ABの垂直二等
分線である．
　ゆえに，3点 A,B,Cから
等距離にある点の集合は，線
分 AB,線分 BCの垂直二等
分平面の交わりで，1つの直
線 lになる．
　lは線分 AB,BCと垂直よ
り，平面 ABCと垂直である．
さらに，平面 ABC内での，線分 AB，線分 BCの垂直
二等分線の交わりは三角形 ABCの外心 Oである．よっ
て，lは「Oを通り，平面 ABCと垂直な直線」である．
　この直線 lと線分 DAの垂直二等分平面が交われば，
その点が四面体の外心である (「3点 A,B,Cから等距
離」かつ「2点 D,Aから等距離」を満たす点は，「4点 A,

B,C,Dから等距離」にある )．
　もし，直線 lと線分 DA

の垂直二等分平面が交わら
ないとしたら，lは線分 DA

の垂直二等分平面と平行で
ある，つまり，lは線分 DA

と垂直である．すると，A

を通って lと垂直な直線をすべて集めると平面 ABCに
なるので，線分 DAは平面 ABC内にあることになる．
つまり，Dは平面 ABC上にある．しかし，これは，四
面体 ABCDが存在することに矛盾する．
　よって，直線 lと線分 DAの垂直二等分平面が交わる
ことが分かり，その交点が四面体の外心になる．

　以上で示された．
＊　　　　　　　　　　＊

　直線 lと線分 DAの垂直二等分平面が交わることを示
して，外心の作図が可能であることを示した．これで外
心の存在証明になっている．空間では，曲面と曲面の交
わりで曲線ができ，曲線と曲面の交わりで点が求まる．
紙の上で作図できないのでイメージを掴みにくいが，図
形的性質を利用して，外心の存在を示すことができたの
である．
　ここで用いた「3点 A,B,Cから等距離にある点の
軌跡は，三角形 ABCの外心を通り，平面 ABCに垂直
な直線である」という事実は重要である．本問から，四
面体の 4面で上記の直線を考えたとき，それら 4直線が
四面体の外心で交わることが分かったのである．

（よしだ　のぶお，予備校講師）

もし交わらないなら…


