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　それでは，前回の解答です．

　

　第１問（数Ⅲ）
　　f(x)を実数全体で定義された連続関数で，
　 x > 0で 0 < f(x) < 1を満たすものとする．a1 = 1

　とし，順に

 ∫a f x dx m= ( ) ( = 2,3,4, )m

a

0

m - 1

ºº

　により数列 {am}を定める．
　(1)　m ≥ 2に対し，am > 0であり，かつ
　　a1 > a2 > ºº > am - 1 > am > ººとなることを
　　示せ．

　(2)　 a
1

2013
> mとなるmが存在することを背理

　　法を用いて示せ．

＜解答＞
(1)　x > 0で 0 < f(x) < 1であることと，f(x)の連
　続性より
 0 ≤ f(0) ≤ 1

　である．
　　m ≥ 2に対し，am > 0であることを数学的帰納
　法で示す．
　(i)　m = 2のとき
　　　0 ≤ x ≤ a1 (= 1)において
 　　　f(x) ≥ 0

　　である．この等号は常には成立しないので 

 

a f x dx

f x dx

dx

= ( )

= ( )

> 0

= 0

a

2
0

0

1

0

1

1

∫

∫

∫

　　である．
　(ii)　m = k (kは 2以上のある自然数 )のとき，
　　 ak > 0と仮定する．すると，0 ≤ x ≤ akにおい
　　て f(x) ≥ 0であり，この等号は常には成立しな
　　いので
  

 

a f x dx

dx

= ( )

> 0

= 0

k

a

a

+ 1
0

0

k

k

∫

∫

　となる．よって，m = k + 1のときも成立する．
　　以上 (i),(ii)より，m ≥ 2に対し，am > 0であ
　ることが示された．
　　さらに，lを自然数とするとき，0 ≤ x ≤ alで
　0 ≤ f(x) ≤ 1であり，この等号は常には成立しな
　ので

 

a f x dx

dx

a

= ( )

< 1

=

l

a

a

l

+ 1
0

0

l

l

∫

∫

　が成り立つ．よって，m ≥ 2　に対し
 a1 > a2 > ºº > am - 1 > am

 > ºº
　となる．

(2)　すべての自然数mに対して

 a ≥
1

2013
m

　が成り立つと仮定して矛盾を導く．

　　今， 0 < <
1

2013
e となる eを 1つとり，閉区間

　 e ≤ x ≤ 1における f(x)の最大値をMとする．
　(f(x)の連続性から，このようなMがとれる ) 

　すると
 0 < M < 1　ºº (*)

　が成り立つ．
　　仮定より e < am ≤ a1 = 1であるから

 

a f x dx

f x dx f x dx

dx M dx

M a
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= ( ) + ( )

< 1 +

= + ( - )

m

a

a

a

m
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0

0

0

m

m

m

∫

∫ ∫

∫ ∫
e e

e

e
e

e

　　　  

        a M a m- < ( - ) ( = 1,2,3, )m m+ 1\ e e ºº

　となる．mが十分大のとき，この不等式を繰り返
　し用いて
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a M a

M a

(0 < ) - < ( - )

<

< ( - )

m m

m

- 1

- 1
1

e e
ºº

e

　となり，(*)より

 lim M a( - ) = 0
m

m - 1
1 e

Æ•

　であるから，はさみうちの原理より

　　
lim

lim

a

a

( - ) = 0

=

m
m

m
m

e

\ e
Æ•

Æ•

　となる．ところが

 a<
1

2013
≤ me

　であるから，amが収束するとき

 lim a<
1

2013
≤

m
me

Æ•

　が成り立つので，これは矛盾である．
　　よって題意が成り立つことが示せた．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 □

＜コメント＞
　数学科の川﨑です．新年明けましておめでとうご
ざいます．今年もこのHPをよろしくお願いします．
　さて，昨年終わりに出題していたこの問題ですが，
手が出せたでしょうか？やや高校数学を逸脱したと
ころもあるので，その部分に関しては出題時にヒン
トをつけました．難しく重たい“お年玉”だったか
もしれませんが，思考力を鍛えることのできる問題
ですので，手が出なかった人は以下の解説を読んで，
もう一度じっくり考えてみてください．
　以下設問ごとの補足です．
(1)　f(x)が具体的に与えられていません．このよう
　な抽象関数の問題では，f(x)を決めにかかるのは
　NGです．ひどいものになると，f(x)を多項式と
　決めつけて証明しようとする答案などもあります
　が論外です．条件を満たすすべての f(x)に対し
　て成り立つことを示さなければならないわけです
　から，広く普遍的に使える方法で攻めることにな
　ります．
　　積分を具体的に計算するのは不可能なので，「積

　分の不等式」を利用して証明することになります．
　不等式の作り方を確認しておきましょう．

　(☆ )　連続関数 F(x),G(x)が a ≤ x ≤ b で
 F(x) ≤ G(x)

　を満たすとき

 ∫ ∫F x dx G x dx( ) ≤ ( )
a

b

a

b

　が成り立つ．等号は，a ≤ x ≤ bで恒等的に
　 F(x) = G(x)であるときに限り成立する．

　鍵になるのは，x > 0で 0 < f(x) < 1という条件
　です (というかこれしか条件がありません )．連続
　性から
 0 ≤ f(0) ≤ 1

　となることにも注意しましょう．
　　積分区間が x ≥ 0のところであれば
 0 ≤ f(x) ≤ 1 

　が使えるので，まず am > 0を示します．漸化式を
　(解かずに )使うので，帰納法でやるところです．
　帰納法で ak > 0を仮定しておくことで，積分区間
　 0 ≤ x ≤ ak内で f(x) ≥ 0と言え，これから
　 ak + 1 > 0が示せます．
　　am > 0が示せたら，次は f(x) ≤ 1を使って {am}

　が減少列であることを示します．これも先ほどの
　「積分の不等式 (☆ )」を使って示します．
　　このように，関数 f(x)を定数で評価すること
　ができる場合には，(☆ )の不等式の作り方が有効
　な場合が多いです．しっかりマスターしましょう．
(2)　問題文にある通り，背理法で示します．「ある

　mで a
1

2013
> mとなる」を示したいので，それを

　否定した「すべてのmで a
1

2013
≤ mとなる」とし

　て矛盾を導くことになります．
　　f(x)の積分を計算するのは (1)に引き続き不可
　能なので，f(x)を評価することを考えます．ヒン
　トにあったように，連続関数 f(x)は閉区間内で
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　最大値を持ちます．この最大値がそこまで大きく
　なれないことがポイントです．例えば，区間
　 0 ≤ x ≤ 1における f(x)の最大値をM'とすると
 0 ≤ x ≤ am ≤ 1

　に注意して

 

∫

∫

a f x dx

M dx

M a

= ( )

≤ '

≤ '

m

a

a

m

+ 1
0

0

m

m

　が得られます．これを繰り返し用いると
 (0 < ) am ≤ M'm - 1a1

　となるので，M'の絶対値が 1より小さければ数
　列 {am}は 0に収束することになり「すべてのm

　で a
1

2013
≤ mとなる」に矛盾します．これでうま

　くいったように見えるのですが，f(0) = 1の場合，
　M' = 1となり失敗です．その部分を解決するため

　に，＜解答＞では 0 < <
1

2013
e となる eをとりま

　した．積分区間を 0 ≤ x ≤ eの部分と e ≤ x ≤ 1の
　部分とに分けることで「0を隔離」して，f(x)を
　1未満の定数で評価できるようにしています．こ
　のように，「危険な点」がある場合，そこを分け
　て議論することでうまくいく場合があります．う
　まくいかない原因は何か，それを解決するにはど
　うしたらいいかを考えてください．不等式
 am + 1 - e < M(am - e)

　が得られれば，ここから先はお決まりのはさみう
　ちの原理で極限を求める形になります．amが eに
　収束することが示されるので，そこから矛盾を導
　くことができます．

　　本問の原題は 1

2013
のところが 1

2002
でした

　(出題年度です )．この数字に数学的な意味は無く，
　どんなに小さい定数に代えても，同様にして矛盾
　を導くことができます．
　　それでは，最後に恒例の練習問題です．今回は
　極限を予想して，その極限値をとることを示す問
　題を出しておきます．(3)は場合分けが要りますの
　で，どんな場合があるかを考えてください．

　問

　　関数 f(x)を f x
x

x
( ) =

3

2 + 1

2

2 とする．

　(1)　0 < x < 1ならば，0 < f(x) < 1となることを
　　示せ．
　(2)　f(x) - x = 0となる xをすべて求めよ．
　(3)　0 < a < 1とし，数列 {an}を a1 = a,

　　an + 1 = f(an)  (n = 1,2,ºº )とする．aの値

　　に応じて， lim a
n

n
Æ•

を求めよ．

＜解答＞
(1)　0 < x < 1とする．
 f(x) > 0 

　は明らかである．また

 f x
x

x
1 - ( ) =

1 -

2 + 1
> 0

2

2

　である．よって
 0 < f(x) < 1

　が成り立つ．

(2) 
-

-
-

f x x
x

x
x

x x x

x x x

x

( ) - = 0
3

2 + 1
- = 0

2 - 3 + = 0

(2 - 1)( - 1) = 0

= 0,
1

2
,1

2

2

3 2

\

　である．

(3)　 f x x
x x x

x
( ) - = -

(2 - 1)( - 1)

2 + 12

　であるから

 ª ºf
1

2
=

1

2

　であり

 x0 < <
1

2
 のとき 0 < f(x) < x　ºº 1

 x
1

2
< < 1  のとき x < f(x) < 1　ºº 2
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　が成り立つ

(i)　 0 < <
1

2
a のとき

　　1を繰り返し用いて
 0 < ºº < an < ºº < a2 < a1 = a　ºº 3
　である．また

 a
a

a

a

a
a=

3

2 + 1
=

3

2 + 1
n

n

n

n

n
n+ 1

2

2 2

　である．ここで

 g x
x

x
( ) =

3

2 + 12

　とおくと， x0 < <
1

2
において

 

g x
x x

x

x

x

'( ) =
3(2 + 1)- 12

(2 + 1)

=
3(1 - 2 )

(2 + 1)
> 0

2 2

2 2

2

2 2

　より g(x)は単調に増加するので，3より

 g g a g g(0) < ( ) ≤ ( ) <
1

2
= 1n ª ºa

　が成り立つ．よって，g(a) = r (0 < r < 1)として

 a ra<n n+ 1

　がすべての自然数 nで成り立つので，この不等式 

　を繰り返し用いて
 (0 < ) an < ran - 1 < ºº < rn - 1a1 

　を得る．0 < r < 1より

 lim r a = 0
n

n - 1
1Æ•

　であるから，はさみうちの原理より

 lim a = 0
n

nÆ•

　である．

(ii)　 =
1

2
a のとき

 a n=
1

2
( = 1,2,3, )n ºº

　であるから

 lim a =
1

2n
nÆ•

　である．

(iii)　 1

2
< < 1a のとき

　　2を繰り返し用いて
 a = a1  < a2 < ºº < an <ºº < 1　ºº 4
　である．また

 a
a

a
a1 - =

+ 1

2 + 1
(1 - )n

n

n
n+ 1 2

　である．ここで

 h x
x

x
( ) =

+ 1

2 + 12

　とおくと， x
1

2
< < 1において

 

h x
x x x

x

x x

x

'( ) =
2 + 1 - ( + 1) 4

(2 + 1)

=
1 - 4 - 2

(2 + 1)
< 0

2

2 2

2

2 2

∑

　より，h(x)は単調に減少するので，4より

 h h a h h0 < (1) < ( ) ≤ ( ) <
1

2
= 1n ª ºa

　が成り立つ．よって，h(a) = s (0 < s < 1)として
 1 - an + 1 < s(1 - an)

　がすべての自然数 nで成り立つので，この不等式 

　　を繰り返し用いて
                (0 < ) 1 - an < s (1 - an - 1 ) 

　　　　　　　　　　　< ºº < sn - 1(1 - a1 ) 

　を得る．0 < s< 1より

 lim s a(1- ) = 0
n

n - 1
1

Æ•

　であるから，はさみうちの原理より

　　   
lim

lim

a

a

(1- ) = 0

= 1

n
n

n
n\

Æ•

Æ•

　である．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜解答終＞
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　　それでは今回はここまでにしたいと思います．
　　受験生はいよいよ本番が近づいてきましたね．
　体調には十分注意して，本番でベストのパフォー
　マンスが発揮できるように，最後の詰めを頑張っ
　てください．嬉しい結果の報告をお待ちしていま
　す．
　　受験生でない人も新学年に向けての助走期間が
　始まっています．良いスタートが切れるよう，こ
　の時期気を引き締めて勉強してください．
　　　　　　　　　　　　　　　　（数学科　川﨑）


