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　それでは，前回の解答です．

　　楕円C
x

y:
4

+ = 1
2

2 の焦点を F,F'とし，Fの

　x座標は正とする．また，C上の点 P(a,b)に対
　して，　 ∠FPF ' の二等分線と x軸との交点を Q

　とする．ただし，ab ≠ 0とする．

　(1)　 FQ

FP
の値を求めよ．

　(2)　直線 PQの傾きは直線 OPの傾きの何倍か？

＜解答＞
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　とおくと，角の二等分線の性質より
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　である．
　　これと (1)より，Qの x座標は
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　である．よって，直線 PQの傾きは，直線 OPの
　傾きの
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　である．
＜解答終＞

＜コメント＞
　数学科の川﨑です．今回の問題は非常にシンプル
な設定でした．(2)まで正しく出せましたか？
　この問題，「いつもより簡単」と思った人もいる
と思います．解答の短さがそれを物語っていますね．
　しかし，先月，高 3の最上位クラスで同じ問題を
解いてもらいましたが，完答している生徒は思った
ほど多くありませんでした (時間を 10分ぐらいしか
与えていない意地悪はしていますが…)．特に，(1)

を (2)に使うのがイメージしにくいようで，上手く
計算しないと泥沼にはまってしまいます．

　以下，設問ごとに補足を述べます．
(1)　FP,FQの長さをそれぞれ計算しても良いので
　すが，大変です．楕円の性質をうまく使って楽に
　いきたいところです．
　　角の二等分線の条件から

 
F'P

FP
=

F'Q

FQ

　が成り立つのは大丈夫ですね (分数は「比」です )．
　これを変形して

 
FQ

FP
=

F'Q

F'P

　となります．この値を kとおくと

 k kFQ = FP,F'Q = F'P
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　です．
　　すると，楕円の性質から
 FP + F'P = 4  (長軸の長さ )

　であり，焦点 F,F'の座標は ±( 3,0)より

 FQ + F'Q = 2 3

　となるので，これを用いると kの値が出ます．
(2)　必要なのは Qの x座標です (これが分かれば
　直線 PQの傾きが分かる ) ．(1)がヒントになって 

　います．これに気付かないと大変です．FPの長
　さは 2点間の距離公式を使えばすぐ出せます．計
　算の中で √ が外せるのが大きいです．すると，(1)

　から FQの長さも分かり，Qの座標が分かります．
　ここまでくれば答えは出せますね．

　さて，この問題．私が初見で解いた時，(2)の答え
が一定になることに驚きました．これは何かあるな
と図をよく眺めてみると，次の事実が背景にあるこ
とが浮かんできました．

　定理 1
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　上の点 Pにおける接線上に点 A,Bをとる．
　また，この楕円の焦点を図のように F,F'とする．
　このとき，– FPA = – F'PBである．
　
＜証明＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　点 Fの直線 ABに関する対称点を Gとする．
　3点 F',P,Gが一直線上にあることを示せば十
　分である．これを背理法で示す．
　　Pが直線 F'G上にないとすると，直線 F'Gと直 

　線ABは点P以外で交わる．この交点をQとする．
　Qは楕円外の点であるから
 F'Q + FQ > F'P + FP　ºº 1
　である．
　　一方，三角不等式から
 F'G < F'P + GP 

　- F'Q + GQ < F'P + GP　ºº 2
　である．ここで，点 Gは点 Fの直線 ABに関す
　る対称点であるから
 GQ = FQ,GP = FP

　であり，2は
 F'Q + FQ < F'P + FP

　となる．これは1に矛盾する．
　　したがって，3点 F',P,Gは一直線上にある
　ので
 – FPA = – F'PB

　である．
＜証明終＞

　このような「反射」の問題は，対称点を取って折
れ線を真っすぐにするのが定石です．是非おさえて
おいてください．
　この定理を使うと，今回出題した問題の (2)は次
のように解けます．

＜ (2)の別解＞
　点 Pにおける楕円 Cの接線は
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であるから，その傾きは (b ≠ 0より )
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　ここで，先ほどの定理と，PQが – FPF'を二等
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分することから，直線 PQは点 Pにおける接線と直
交する．よって，直線 PQの傾きは

 
b

a

4

であり，これは直線 OPの傾きの 4倍である．
＜別解終＞

　この別解を見ると，答えの 4という数字は楕円の
係数の分母 (4と 1)から導かれていることが分かり
ますね．

　双曲線でも先ほどの定理 1と似たような事実があ
りますので，それを今回の問題にしておきます．以
下を示してみてください．
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2 上に点 Pを

　とり，点 Pにおける接線上に点 Aをとる．焦点を
　F,F'とするとき
 – FPA = – F'PA

　であることを示せ．

＜解答＞
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　　y軸についての対称性から，点 Pが x > 0の部
　分にあるとして良い．
　　– FPF'の二等分線 lが点 Pにおける接線と一
　致することを背理法で示す．
　　lが接線と一致しないとすると，双曲線の凸性
　から，lは双曲線と点 P以外の交点をもつ．これ
　を点 Qとする．また，F'の lに関する対称点を G

　とする．Gは直線 PF上にある．
　　すると
 F'P - FP = GP - FP = FG　ºº 1
　である．また，三角不等式より
 F'Q - FQ = GQ - FQ < FG　ºº 2
　である．双曲線の性質より
 F'P - FP = F'Q - FQ

　であるから，1,2は矛盾する．
　　よって，lは点 Pにおける接線となり
 – FPA = – F'PA

　が成り立つ．
＜解答終＞

　示せましたか？この問題の結論と定理 1を合わせ
ると，次の定理 2も証明できます．
　

　定理 2

　　楕円 C1 :  
x
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b
a b+ = 1 ( > 0, > 0)
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と

　双曲線 C2 : 
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  (c > 0,d > 0)があり，　

　これらの焦点が一致するとする．
　　このとき，これら 2曲線の交点 (のうち 1つ )　
　を Pとすると，点 Pにおける C1の接線と C2の
　接線は直交する．

＜証明＞　
　(証明というまでもないですが…)

　　次図から明らかです．
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＜証明終＞

　定理 2は入試では頻出です．ぜひおさえておきま
しょう．

　それでは，今回はここまでにしたいと思います．
今年度私の担当は今回が最後です．受験生の方はい
よいよ入試ですね．無事に乗り切れることを願って
います．受験生以外の方は，来年もこのコーナーを
お楽しみに．よろしくお願いします．
　　　　　　　　　　　　　　　＜数学科　川﨑＞


