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∫













f x dx n x

n b

( ) = ( + 1)

= ( + 1) - 1

n

b
n

b

n
n

+ 1
1

1

+ 1

1

1

+ 1

n

n

　であるから

 ª º
ª ºn b

b
n

( + 1) - 1 = - 1

= 1 -
1

+ 1

n
n

n

n

1

+ 1

+ 1

　であり

 
ª º

Æ • Æ •

∑







lim limb
n

e

= 1 + -
1

+ 1

=

n
n n

n- ( + 1) (- 1)

- 1

　である．

(3)　2以上の自然数 kに対して，k - 1 ≤ x ≤ kに
　おいて

 f x x
k

( ) ≥ ≥
1

n
- 1 　

　であるから

 ∫ ∫f x dx
k

dx
k

( ) >
1

=
1

n
k

k

k

k

- 1 - 1

　である．すると

 

∫ ∫ ∫
∫

∫

f x dx f x dx f x dx

f x dx

f x dx

( ) = ( ) + ( )

+ ( )

>
1

2
+

1

3
+

1

4

=
13

12
> 1

= ( )

n n n

n

n

a

1

4

1

2

2

3

3

4

1

n

　であり，x ≥ 1において fn(x) > 0であるから
 an < 4

　である．

(4)　x ≥ 1において，0 < fn + 1 (x) ≤ fn(x)であり，
　この等号は常には成立しないので

 ∫ ∫f x dx f x dx( ) < ( ) = 1n

a

n

a

+ 1
1 1

n n

　である．さらに

　それでは，前回の解答です．

　

　第１問（数 III）

　　自然数 nに対し f x x x( ) = ( > 0)n
n

- 1 +
1

とおく．

　また，正の実数 anは ∫ f x dx( ) = 1n

a

1

n を満たすも

　のとする．
　(1)　関数 fn(x)の不定積分を求めよ．

　(2)　anの値と極限 Æ •
lim a
n

nを求めよ．また，正の

　　実数 bnが ∫ f x dx( ) = - 1n

b

+ 1
1

n

を満たすとき，　

　　bnの値と極限 Æ •
lim b
n

nを求めよ．

　(3)　2以上の自然数 kに対して ∫ f x
k

( ) >
1

n
k

k

- 1

　　を示し，これを利用して an < 4を証明せよ．

　(4)　 ∫ f x dx( ) < 1n

a

+ 1
1

n

を示し，これを利用して

　　an < an + 1を示せ．

＜解答＞

(1)
　 

∫ ∫f x dx x dx

nx C

( ) =

= +

n
n

n

- 1 +
1

1

 (Cは積分定数 )

　である．

(2)　(1)より

 
ª º
ª º

n a

a
n

- 1 = 1

= 1 +
1

n
n

n

n

1

 

　であり

 ª º
Æ • Æ •
lim lima

n
e= 1 +

1
=

n
n

n

n

　である．また
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 f x dx( ) = 1n

a

+ 1
1

n + 1

∫
　であるから，今示した不等式から

 ∫ ∫f x dx f x dx( ) < ( )n

a

n

a

+ 1
1

+ 1
1

n n + 1

　であり，x ≥ 1において fn + 1
 (x) > 0より

　 an < an + 1が成り立つ．
                    <解答終 >

<コメント >

　数学科の川﨑です．2022年一発目の出題です．
今年もよろしくお願いします．
　今回は積分と極限の融合問題を出題しました．出
題時に述べた「ある数」，すなわち eの評価を積分
を使ってやってみようという問題です．
　以下，設問ごとに補足を述べます．

(1)　これは計算するだけです．xrの積分は r = - 1

　のときを分けなくてはいけませんが，本問では

　　 
n

- 1 +
1
> - 1

　ですので，場合分けの必要はありません．

(2)　(1)から， lim a
n nÆ •

が eの定義の極限になること

　が分かります．eがからむ極限公式としては

　　

lim

lim lim

lim

lim

lim

x e

x
e

n
e

x
e

x

x

e

x

(i) (1 + ) =

(ii) 1 +
1

= , 1 +
1

=

(iii) 1 +
1

=

(iv)
log(1 + )

= 1

(v)
- 1

= 1

x

x

x

x

n

n

x

x

x

x

x

1

-

0

0

Æ 0

Æ • Æ •

Æ •

Æ

Æ

ª º ª º
ª º

　の 5つをおさえておいてください．
　　bnについても同様に積分を計算します (右辺が
　1ではなく - 1になっていることに注意 )．
　すると
　　

 b
n

= 1-
1

+ 1
n

n + 1ª º
　という形になることが分かります．これを

 
n

1 + -
1

+ 1

n- ( + 1) (- 1)∑ª º







　と変形することで極限を求めることができます．

 lim
n

e1 + -
1

+ 1
=

n

n- ( + 1)

Æ •
ª º








　ºº (*)

　なのですが，これについて補足します．公式 (ii)

　の右側， lim
n

e1 +
1

=
n

n

Æ •
ª º の形と見ると，

n

1 が

　
n

-
1

+ 1
となっていて，符号が逆転しているので

　この公式が使えないように見えるかもしれませ　
　ん．しかし，公式 (i)から (左極限を考えて )

 lim x e(1 + ) =
x

x

- 0

1

Æ

　が成り立ちます．したがって limx x< 0, = 0n
n

n
Æ •

　となる数列 { xn }に対して

 lim x e(1 + ) =
n n

x
1

n

Æ •

　となります．本問では

 x
n

= -
1

+ 1
n

　とすることで (*)が得られます．

(3)　前半は積分の不等式を示します．積分の不等式

　は「中身を比べる」のが基本です．右辺の
k

1
が何

　からきているかを考えると，
k

dx
1

k

k

- 1∫ だと分かる

　と思います．積分区間の幅が 1であることにも注
　意しましょう．すると，k - 1 ≤ x ≤ kにおいて

 f x
k

( ) >
1

n

　が言えたら良く，これはこの区間で fn(x) ≥ x - 1　
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　が成り立つことから直ちに分かります．
　　後半は，これを用いて an < 4を示します．an

　の定義は ∫ f x dx( ) = 1n

a

1

n

です．したがって

　 f x dx f x dx( ) < ( )n

a

n
1 1

4n

∫ ∫ 　ºº (**)

　を示すことができれば fn(x) > 0 (x ≥ 1)に注意し
　て，an < 4が示せます．このように，「積分の値
　の大小関係から，積分区間の端の大小関係が分か

　る」というのが目新しくて面白い問題だと思いま
　す．(**)に関しては，右辺を

 f x dx f x dx f x dx( ) + ( ) + ( )n n n
1

2

2

3

3

4

∫ ∫ ∫
　と分けて，これを前半に示した不等式を用いて

　
1

2
+

1

3
+

1

4
で下からおさえることで示せます．

(4)　前半の不等式は，(3)同様「中身を比べる」た
　めに，右辺の 1を積分の形で表すことを考えます．
　すると

 f x dx( ) = 1n

a

1

n

∫
　ですので，示す式は

 f x dx f x dx( ) < ( )n

a

n

a

+ 1
1 1

n n

∫ ∫
　すなわち
 fn + 1 (x) < fn(x)

　となります．この不等式が 1 < x ≤ anで成り立つ
　ことは fn(x)の定義から明らかです (ただし，
　 x = 1のときは等号が成立 )．
　　後半は，今示した不等式の右辺の 1を　

　 f x dx( )n

a

+ 1
1

n + 1

∫ に置き換えるのがポイントです．

　これによって

 f x dx f x dx( ) < ( )n

a

n

a

+ 1
1

+ 1
1

n n + 1

∫ ∫  

　が得られ，fn + 1
 (x) > 0 (x ≥ 1)から an < an + 1が

　従います．

＜参考＞
　　本問では，anを積分で定義して
 an < 4 (有界性 )と an < an + 1 (単調性 )

　を示しました (この 2つが言えると，大学範囲で
　すが anが収束することが言えます ) ．

　　 a
n

= 1 +
1

n

nª º
　を定義としても，有界性・単調性は示すことがで
　きます．それを以下で紹介したいと思います．

＜別解＞
　　二項定理から

　　

a
n

n n n k

k n

k n n

k

n

k

= C
1

= 1 +
( - 1) {( - + 1)}

!

1

= 1 +
1

!
1 -

1
1 -

2
1 -

- 1

≤ 1 +
1

!

n
k

n

n k

k

k

n k

k

n

k

n

= 0

= 1

= 1

= 1

S

S

S

S

∑

ºº ∑

ºº

ª º
ª º

ª ºª º ª º

　である．ここで
 k! = 1 ∑ 2 ∑ 3 ∑ ºº ∑ k

      ≥ 1 ∑ 2 ∑ 2 ∑ ºº ∑ 2

     = 2k - 1

 (これは k = 1,2でも成立 )

　であるから

 

k
1 +

1

!
≤ 1 +

1

2

= 1 +
1 -

1

2

1 -
1

2

= 3 -
1

2
< 3

k

n

k

n

k

n

n

= 1 = 1
- 1

- 1

S S

ª º

　である．よって

 a < 3 ( < 4)n

　である．さらに

　　a
k n n

k

n
= 1 +

1

!
1 -

1
1 -

2
1 -

- 1
n

k

n

= 1
S ººª ºª º ª º

             ºº 1
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　において，nを n + 1にすると

　　   a
k n

k

n
= 1 +

1

!
1 -

1

+ 1
1 -

- 1

+ 1
n

k

n

+ 1
= 1

+ 1

S ººª º ª º
             ºº 2

　となる．1と2のS内の各項は2の方が大き

　く，2の方が項数が 1多い (k = n + 1の分 )ので
　an < an + 1である．
     ＜別解終＞

　　それではもう 1問，積分の評価に関する問題を
　出題しておきます．こちらも eの値の評価がテー
　マの目新しい問題です．

　
問
　　いわゆる「自然対数の底」を lim

n
1 +

1
n

nª º
Æ •

と

　いう極限として定義するとき，その値はおよそ
　2.718で，とくに 3を超えないことが知られている．
　本問では別の視点からこの事実を再考したい．
　(1)　連続関数 f(x)は - 1 ≤ x ≤ 1の範囲で
 f(x) + f(- x) ≥ 2f(0)

　　を満たすとする．このとき

 f x dx f( - 2) ≥ 2 (0)
1

3

∫
　　が成り立つことを示せ．

　(2)　eという数を
x

dx
1

= 1
e

1∫ を満たす 1より大　

　　きい実数として定義する．このとき，e ≤ 3を
　　示せ．

＜解答＞
(1)　- 1 ≤ x ≤ 1において，f(x) + f(- x) ≥ 2f(0)で
　あり，f(x) + f(- x)は連続であるから

　　　  

f x f x dx f dx

f x dx f x dx f

{ ( ) + (- )} ≥ 2 (0)

( ) + (- ) ≥ 4 (0)

- 1

1

- 1

1

- 1

1

- 1

1

1

∫ ∫
∫ ∫ ºº

　である．ここで

 

f x dx f t dt t x

f t dt

(- ) = ( )(- ) ( = - )

= ( )

- 1

1

1

- 1

- 1

1

∫ ∫
∫

　であり，定積分は変数によらないので

 f x dx f x dx(- ) = ( )
- 1

1

- 1

1

∫ ∫
　である．
　　すると，1は

　　
f x dx f

f x dx f

2 ( ) ≥ 4 (0)

( ) ≥ 2 (0)

- 1

1

- 1

1

\

∫
∫

　となる．さらに，x + 2 = sと置換して

　　 
f s ds f

f x dx f

( - 2) ≥ 2 (0)

( - 2) ≥ 2 (0)

1

3

1

3

\ ºº2

∫
∫

　である．

(2)　 f x
x

( ) =
1

+ 2
  (x > - 2)

　とおくと，f(x)は連続関数である．さらに，曲
　線 y = f(x)は下に凸であるから，- 1 ≤ x ≤ 1に
　おいて

 
f x f x

f
x x( ) + (- )

2
≥

+ (- )

2
ª º

　　\　f(x) + f(- x) ≥ 2f(0)

　が成り立つ．よって，2より

 
x

dx f
x

dx
1

≥ 2 (0) = 1 =
1e

1

3

1∫ ∫

　である．これと，1 ≤ xにおいて
x

1
> 0であるこ

　とから
 e ≤ 3

　である．
＜解答終＞

　　この問題も，積分の値の大小関係から積分区間
　の端の大小関係が得られる問題です．いかがだっ
　たでしょうか？
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　　(1)は与えられた不等式を積分して左辺の形を示
　す式の形に合わせていきます．積分に慣れていな
　いと難しく感じると思います．(2)は (1)をどう使

　うかがポイントです．eの定義から
x

1
の積分が出

　てくるように

 f x
x

( ) =
1

+ 2

　とおいて (1)の仮定をみたすことをチェックしま
　す．そして (1)の不等式を使ってみると，積分区
　間の広さによって，e ≤ 3が得られるというわけで
　す．

　それでは今回は以上にしたいと思います．受験生
の方はいよいよ本番ですね．体調には気を付けて乗
り切ってきてください．来年以降に受験生になられ
る方は，今後もこのページをよろしくお願いします．

（数学科　川﨑）


