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　であるから
 bk + 1 ≤ ak + 1 ≤ ck + 1

　となり，n = k + 1のときも1は成り立つ．
　　以上 (I),(II)より，すべての自然数 nで1が
　成り立つことが示された．

(2)　まず
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を求める．
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






b -
7

6
n は公比 1

2
の等比数列

　である．よって
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



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　である．よって

　それでは，前回の解答です．

　

　第１問（数 III）
　　rを実数とする．次の条件によって定められる
　数列 { an },{ bn },{ cn }を考える．

 

ºº

,

,

, , , ,

a = r a =
a

+
a

+

b = r b =
b

+

c = r c =
c

+ n =

[ ]

4 4

5

6

2

7

12

2

5

6
( 1 2 3 )

n +
n n

n +
n

n +
n

1 1

1 1

1 1

　　ただし，[ x ]は xを超えない最大の整数とする．
　以下の問に答えよ．
　(1)　 bn ≤ an ≤ cn  (n = 1,2,3,ºº)を示せ．

　(2)　
Æ •
lim a
n

nを求めよ．

＜解答＞

(1)　 bn ≤ an ≤ cn　ºº 1
　がすべての自然数 nで成り立つことを数学的帰納
　法で示す．
　(I)　n = 1のとき
 a1 = b1 = c1 = r

　　であるから，1は成立する．
　(II)　n = k (k ≥ 1)のとき
 bk ≤ ak ≤ ck

　　が成り立つと仮定する．すると
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Æ •
lim c =
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　である．
　　これらの極限値と (1)より，n ≥ Nのとき
 1 < bn ≤ an ≤ cn < 2

　となるような自然数の定数 Nが存在する．
            ºº 2
　　以下，n ≥ Nとする．
 [ an ] = 1

　であるから
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　である．これを変形して
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　であり，繰り返し用いて
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　である．よって

 
Æ •
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n

　である．
     ＜解答終＞

<コメント >

　数学科の川﨑です．今年度もこのページをよろし
くお願いします．
　1回目の今回は数列の極限の問題を出題しました．
(1)を単に使うだけでは (2)は求まりません．もう一

段深い思考ができますか？という出題でした．
　以下，設問毎に補足を述べます．
　
(1)　不等式の証明です．漸化式が解けるなら，解い
　てしまって an,bn,cnの大小を比べれば良いので
　すが，anについての漸化式にガウス記号があり，
　これを解くのが困難です．問題の流れ的にも，(2)

　で「anの極限を求めよ」とありますので，いきな
　り一般項は求まらないと判断すべきでしょう．と
　いうわけで
	 「漸化式　解けないときは　帰納法」

　です．このページでも何度か書いていますが，漸
　化式が解けない，もしくは解いても役に立たない
　場合，漸化式を活用させる方法として数学的帰納
　法があります．
　　漸化式ºº n番目を用いて n + 1番目を表す
　　帰納法 ºº k番目を仮定して k + 1番目を示す
　なので，流れが同じであることが分かると思いま
　す．というわけで，解答は数学的帰納法で示しま
　した．n = 1のときの成立は明らかです．あとは
　 二項間漸化式が与えられているので，n = kのと
　きを仮定して n = k + 1のときを示すことになり
　ます．セオリー通り，ak + 1 - bk + 1,ck + 1 - ak + 1を
　計算し，0以上になることを示しましょう．その
　際必要になるのが
 [ ak ] ≤ ak < [ ak ] + 1　ºº (*)

　というガウス記号の定義から導かれる不等式で
　す．[ ak ]は akを超えない最大の整数なのでこの
　不等式が成り立ちます．「最大の」の部分から
　[ ak

 ] + 1は akを超えてしまうことに注意しましょ
　う (イメージしにくい人は ak = 3.4なら…などと
　具体例を考えてみると分かると思います )．不等
　式 (*)を用いて [ ak ]の部分を評価することで，
　n = kのときの仮定が使え，n = k + 1での成立が
　言えます．
(2)　(1)から「はさみうちの原理」の利用を考える
　ところです．{ bn },{ cn }の漸化式はいずれも特性
　方程式型ですので，一般項を求めることは難しく
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　ありません．

 
Æ • Æ •

,lim limb = c =
7

6

5

3n n n n

　は求められると思います (原題には (1)にこれら
　の極限を求めよ，という小問がついていました )．
　 2つの極限値を見ると，はさみうちの原理で楽勝
　という夢が打ち砕かれますね (はさみうちの原理
　を使うには，2つの極限値が一致していなければ
　いけません )．ここからが思考が必要とされる部
　分になります．(1)の意味は何なんだと考えること
　になります．
　　上の極限値をよく眺めましょう．

　
Æ •
lim b =

7

6n n というのは．nを大きくしていくと，

　 bnの値は
7

6
にいくらでも近づく，ということです．

　ということは，十分大きな nをとると
 bn > 1

　となります．同様に，
Æ •
lim c =

5

3n
n であることから

　十分大きな nをとると
 cn < 2

　となります．
　　これと (1)を合わせると
 1 < bn ≤ an ≤ cn < 2

　となり， [ an ] = 1 (ただし，nは十分大 )が決まる，
　という寸法です．解答では nが十分大，のところ
　を
　　 「ある自然数 Nがあって，n ≥ Nのとき」
　と表現しました．
　　 [ an ] = 1が決まってしまえば，漸化式は

 a =
a

+
4

13

12
n +

n
1

　となるので，ここから一般項 anを求めることが
　できます．ただし，この漸化式が成り立つのは
　n ≥ Nのときであることには注意しましょう．

 an =
13

9
+ ªaN -
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9
º∑ ª1

4
º n - N

　が正しく，これを

 ª º ª º∑a = + a -
13
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13

9

1

4
n

n -

1

1

　と a1を用いて表すことはできません．
　　
　　以下は余裕のある人向けです．
　　2についてのあやふやさが気持ち悪い人は，極
　限の定義をしっかり学んでおくと良いでしょう．
　大学数学の最初で学ぶ内容です．

　　 a
Æ •
lim a =
n

n
 であることを以下のように定義し

　ます．
　
　　任意の e > 0に対して，自然数 Nが存在して
　n ≥ Nのとき

 a ea - <n

　が成り立つ (Nは eに依って変わって良い )．

　　これを用いると，先ほどの { bn }に対して

　 e =
1

6
として

 b - <
7

6

1

6
n  

　が n ≥ Nにおいて成り立ちます (そうなる Nがと
　れます )．この範囲の nに対して

 

- < b - <

< b <

1

6

7

6

1

6

1
4

3

n

n

　となり，1 < bnとなることがきちんと証明できま
　す．さすがにここまでの記述は要求していないと
　思いますが，大学数学の香りを感じてもらおうと
　いう粋な出題だなと思います．実際の受験生は，
　どこまで当たり前として良いのか分からず困った
　かもしれませんが…．
 

　最後に 1問，ガウス記号が絡む極限の問題を出し
ておきます．練習用に使ってください．
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　問
　　実数 xに対し，k ≤ x < k + 1を満たす整数 kを
　[ x ]と表す．このとき，次の問いに答えよ．
　(1)　実数 xと自然数 nに対し
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n
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　　が成り立つことを示せ．
　(2)　実数 xと自然数 nに対し
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　(3)　整数 pに対し
 a1 = p
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　　で定まる数列 {an}の一般項と極限値
Æ •
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nを

　　求めよ．
 

<解答 >

(1)　ガウス記号の定義より
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　[ x ]の最大性より
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(3)　n：十分大とする．
　　(2)の関係式から
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　である．これを繰り返すことで
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　であるから，はさみうちの原理より 

 Æ •
lim a = 0
n

n

　である．
     ＜解答終＞

　　
　　ガウス記号の扱いは数列の極限の重要テーマの
　一つです．しっかり自分のものにしてください．
　　では今回はここまでにしておきます．

（数学科　川﨑）


