
今回は 2025年度の京都大学の理系の第１問を解説
したいと思います．最近第 1問で増えている独立の
小問集合です．いずれも基本的な内容なので，是非と
も完答したいところです．

理系第１問
次の各問に答えよ．

問 1 iは虚数単位とする．複素数 zが，絶対値
が 2である複素数全体を動くとき， z¡ iz
の最大値と最小値を求めよ．

問 2 次の定積分の値を求めよ．

(1)

∫ p3
0

x
B

x2 + 1+ 2x3 + 1
x2 + 1

dx

(2)

∫ ¼
2

0

F

1¡ cosx
1 + cosx dx

【解答】
問 1 zが絶対値が 2である複素数であるとき

z = 2(cosµ+ i sinµ) (0 · µ < 2¼)

とおくことができる．このとき
z¡ iz

= 2(cosµ+ i sinµ)¡ i
2(cosµ+ i sinµ)

= 2(cosµ+ i sinµ)¡
i(cosµ¡ i sinµ)

2

= #2 cosµ¡ sinµ
2

;+ i #2 sinµ¡ cosµ
2

;
であるから

z¡ iz

2

= #2 cosµ¡ sinµ
2

;2 + #2 sinµ¡ cosµ
2

;2
=
17
4
¡ 4 sinµ cosµ

=
17
4
¡ 2 sin 2µ

である．
よって，0 · 2µ < 4¼より， z¡ iz は

sin 2µ = ¡1

のとき，最大値
F

17
4
+ 2 =

5
2

をとり
sin 2µ = 1

のとき，最小値
F

17
4
¡ 2 =

3
2

をとる．
問 2
(1) x

B

x2 + 1+ 2x3 + 1
x2 + 1

=
x

B

x2 + 1
+ 2x¡ 2x

x2 + 1
+

1
x2 + 1

であり ∫ p3
0

% x
B

x2 + 1
+ 2x¡ 2x

x2 + 1
=dx

= �Cx2 + 1+ x2 ¡ log(x2 + 1)„p3
0

= 4¡ 2 log 2

である．また

x = tanµ #¡ ¼
2
< µ < ¼

2
;

とおくと

x 0 !
B

3

µ 0 !
¼
3

dx = 1
cos2 µ

dµ

であるから∫ p3
0

1
x2 + 1

dx

=

∫ ¼
3

0

1

tan2 µ+ 1
¢
1

cos2 µ
dµ

=

∫ ¼
3

0
dµ

= �µ„ ¼3
0

=
¼
3

である．以上より∫ p3
0

x
B

x2 + 1+ 2x3 + 1
x2 + 1

dx

= 4¡ 2 log 2 +
¼
3

である．
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(2) 0 · x · ¼
2
において

F

1¡ cosx
1 + cosx =

J

2 sin
2 x
2

2 cos2
x
2

=
sin
x
2

cos
x
2

である #Û sin x
2
¸ 0 ; cos x

2
> 0;．

よって∫ ¼
2

0

F

1¡ cosx
1 + cosx dx

=

∫ ¼
2

0

sin
x
2

cos
x
2

dx

= �¡2 log cos x
2

„ ¼2
0

= ¡ 2 log

B

2
2

= log 2

である．

【解説】
問 1 z = 2であることから，zを極形式でおいてい
ます．極形式でおいた後は z¡ i

z の実部と虚部

を求めれば， z¡ iz を µで表すことができるこ
とは容易に思いつくので，そのまま計算するだけ
です．
特に z = 1のとき，以下の 3つは押さえてお

きましょう．

1 z = 1
z となる．

2 z = cosµ+ i sinµとおける．
3 a ; bを実数として

z = a+ bi (a2 + b2 = 1)

とおける．

本問題も上記3の実部と虚部を文字で置くや
り方で解くことはできて，a2 + b2 = 4 のとき，
17
4
¡ abの最大値・最小値を求める問題に帰着さ

れます．

また ® ; ¯を複素数として， ®¡ ¯ は複素数平
面でA(®) ; B(¯)とするとき，線分ABの長さを
表します．これを利用した別解を次に書きます．

【別解】

z¡ iz =
z2 ¡ i
z

=
z2 ¡ i
z

=
z2 ¡ i
2

(Û z = 2)

である．よって，P(z2) ; A(i)とすると，z¡ iz
は線分 PAの長さの半分である．

z = 2(cosµ+ i sinµ)

とおくと
z2 = 4(cos 2µ+ i sin 2µ)

であるから，zが絶対値が 2である複素数全体を
動くとき，z2 は絶対値が 4 である複素数全体を
動く．

A(i)

C

B

4

4

x

y

O

以上より，複素数平面上で 2点 P(z2) ; A(i)間
の距離を考えると， z¡ iz は，P = Bのとき

最大値 AB
2
=
5
2

をとり，P = Cのとき

最小値 AC
2
=
3
2

をとる．
【別解終わり】
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もちろん，z¡ iz を通分せずに Q(z) ; R # iz ;
の距離の最大値と最小値を求めることでも解くこ
とはできるのですが，zが動くとき点 Q ; Rがと
もに動いて考えにくいので避けた方が良いです．

問 2
(1) 最初の式変形

x
B

x2 + 1+ 2x3 + 1
x2 + 1

=
x

B

x2 + 1
+ 2x¡ 2x

x2 + 1
+

1
x2 + 1

がすべてです．
まず，Cを積分定数として∫

f0(x)
f(x)

dx = log f(x) + C∫
ff(x)gnf0(x)dx = 1

n + 1 ff(x)g
n+1 + C

が成り立つので， f
0(x)
f(x)

; ff(x)gnf0(x)の形が
含まれていないかを確認すべきです．本問題では

x
B

x2 + 1
x2 + 1

=
x

B

x2 + 1

=
1
2
(x2 + 1)¡

1
2 ¢ (x2 + 1)0

の部分は露骨ですね．
次に 2x3 + 1

x2 + 1
ですが，分子が 3次式，分母が 2

次式なので，分子の次数を下げるために分子を分
母で割って

2x3 + 1
x2 + 1

= 2x+ ¡2x+ 1
x2 + 1

にしましょう．これは積分に限らず大事な変形
です．

(x2 + 1)0 = 2x

と， f
0(x)
f(x)

の形はすぐに積分できることから

¡2x+ 1
x2 + 1

= ¡
2x
x2 + 1

+
1

x2 + 1

に分けようと思えますね！
残った 1

x2 + 1
については x = tanµと置換す

る典型的な積分です．

以上のことから，冒頭の式変形
x
B

x2 + 1+ 2x3 + 1
x2 + 1

=
x

B

x2 + 1
+ 2x¡ 2x

x2 + 1
+

1
x2 + 1

に至ります．積分の計算については解答の通り
です．

(2) これは，2倍角・半角の公式で
1¡ cosx = 2sin2 x

2

1 + cosx = 2cos2 x
2

と変形できるかが勝負です．1¡ cosx ; 1 + cosx
を見たときにこのように書き換えられると意識し
ておきましょう．よく使う変形です．
次に，ルートを外すときに注意してください．
J

sin
2 x
2

cos2
x
2

=
sin
x
2

cos
x
2

ですが，積分区間が 0 · x · ¼
2
なので絶対値を

外すことができます．
ルートを外した後は，(1)でも作った f0(x)

f(x)
の

形になっているので容易に積分できます．Cを積
分定数として∫

tanxdx =

∫
sinx
cosx dx

=

∫
¡
(cosx)0

cosx dx

= ¡ log cosx + C

を基本的な積分としてやったことがあると思うの
で大丈夫でしょう．
ちなみに，三角関数の有理式の積分は
t = tan x

2

という置換をすれば計算ができるという定石があ
ります．2 倍角・半角の変形に気づかなければこ
の置換をするという選択肢も出てくるでしょう．
F

1¡ cosx
1 + cosx は有理式ではないですが，今回は計

算できるので，やってみてください．

今回は以上です．お疲れ様でした．
(数学科 桒野)
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