
今回は 2025年度の京都大学の文系の第３問を解説
したいと思います。

文系 第３問
n は正の整数とする．1枚の硬貨を投げ，表が
出たら 1，裏が出たら 2と記録する．この試行を
n 回繰り返し，記録された順に数字を左から並べ
て n 桁の数Xを作る．ただし，数の表し方は十
進法とする．このとき，Xが 6で割り切れる確
率を求めよ．

（単元：確率（数A），数列（数 B），配点：30点）

【解答】
Xが 6で割り切れることは，Xが 2の倍数，かつ，
3の倍数であることと同値である．
求める確率を pn，k回目の試行で記録された数字
を ak (k = 1 ; 2 ; Ý ; n)とし，Xの各桁の数字の和
を Sn とする．すなわち

Sn = a1 + a2 +Ý+ an

とする．以下，pn を求めるために，n の値によって
場合分けを行う．
(i) p1 について

X，すなわち，a1 は 1または 2であるから，6
で割り切れず p1 = 0である．

(ii) pn (n ¸ 2)について
Xが 2の倍数となるのは

an = 2 Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ 1

のときである．
以下，3を法とする．Xが 3の倍数となるのは

Sn ´ 0

のときである．
よって，Xが 6で割り切れるのは， 1かつ

Sn¡1 ´ 1 Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ 2

のときである．
自然数 n について，Sn が 0 ; 1 ; 2と合同にな

る確率を順に qn ; rn ; sn とする．n ¸ 2のとき

pn = rn¡1 ¢
1
2

Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ 3

であるから，rn¡1 を n で表すことを考える．

S1 ´ a1 ´ 1

となるのは，1回目の試行で記録する数が 1のと
きであるから

r1 =
1
2

である．次に

Sn+1 ´ 1

となるのは

Sn ´ 0 かつ an+1 = 1

Sn ´ 2 かつ an+1 = 2

のいずれかのときであり，これらは互いに排反で
あるから

rn+1 = qn ¢
1
2
+ sn ¢

1
2

=
1
2
(qn + sn)

=
1
2
(1¡ rn) (Û qn + rn + sn = 1)

である．これを変形して

rn+1 ¡
1
3
= ¡

1
2
#rn ¡ 13 ;

であるから

rn ¡
1
3
= #r1 ¡ 13 ; #¡ 12 ;n¡1

Ú rn =
1
3
+
1
6
#¡ 1
2
;n¡1 #Û r1 =

1
2
;

すなわち

rn =
1
3
T1¡ #¡ 1

2
;nl (n = 1 ; 2 ; Ý)

である．
よって， 1 かつ 2 となる確率は，n ¸ 2 の
とき

pn =
1
6
T1¡ #¡ 1

2
;n¡1l (Û 3)

であり，n = 1とすると (i)の結果と一致する．
以上より，求める確率は

pn =
1
6
T1¡ #¡ 1

2
;n¡1l (n = 1 ; 2 ; Ý)

である．
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【解説】
まず，Xが 6で割り切れるのは，記録された数が
どのようになっているときかを考えましょう．

約数・倍数を考えるときは素因数分解する

と考えやすいので，6を素因数分解すると

6 = 2 ¢ 3

となります．よって，Xが 6で割り切れるのは，X
が 2の倍数かつ 3の倍数であるときであることがわ
かります．
Xが 2の倍数となるのは，Xの一の位が偶数のと
き，すなわち，一番最後に記録した数が 2のときで
す．【解答】では，一番最後に記録した数について答
案を書きやすくするため，k回目の試行で記録された
数を ak (k = 1 ; 2 ; Ý ; n)とし，このことを 1で
表しています．
次にXが 3の倍数となるのは

Xの各位の数の和が 3の倍数のとき ÝÝ (¤)

です（(*) の証明が気になる方は，解説の後にある
Qを確認してください）．これと 1が同時に成り
立つのは

a1 + a2 +Ý+ an¡1 + 2が 3の倍数

のとき，すなわち

a1 + a2 +Ý+ an¡1を 3で割った余りが 1

のときです．このことを，【解答】では合同式を用い
て2と表していますが， 2において Sn¡1，すなわ
ち，「1番目から (n ¡ 1)番目に記録した数の和」を
用いているため，n = 1のときだけ「1番目から 0番
目に記録した数の和」となり，意味が通じなくなって
しまいます．そのため，【解答】では n = 1のときと
n ¸ 2のときで，場合分けをしています．
ここまでで準備が整いました．以下，この問題の目
的である 1かつ 2となる確率を考えましょう． 1
となるのは，n 回目の試行で硬貨の裏が出たときなの
で，求める確率は

(2となる確率 )£ 1
2

Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ 4

です．以下， 2となる確率を考えることにします．

答案を書く際に，n ¡ 1のまま書き続けるのは少し
面倒なので，ひとまず

Sn ´ 1 (mod 3) Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ 5

となる確率を求めることにしましょう．まず，n が小
さいときに 5となるような (a1 ; a2 ; Ý ; an)を書
き上げてみると，n = 2のときは

(a1 ; a2) = (2 ; 2)

のときで，n = 3のときは

(a1 ; a2 ; a3) = (1 ; 1 ; 2) ; (1 ; 2 ; 1) ;

(2 ; 1 ; 1)

のときです．このように，n が小さければすべて書き
上げることが可能ですが，n が大きくなるにつれ大変
な作業になってしまいますので，何か工夫をしたいと
ころです．

¢ 具体的に書き上げることが困難
¢ n のときに「ある状態（今回は5）」になっ
ている確率を求めたい（途中で「ある状態」
になっているかどうかは考慮不要）

という条件が揃っているときは，確率漸化式

の出番です！ 確率漸化式を用いると，5となる確率
を rn とおいてしまうことで，(a1 ; a2 ; Ý ; an) の
内容を細かく考えなくても，n 回分をまとめて扱うこ
とができるようになります．
また，確率漸化式を用いる際，準備段階では

n のときに起こり得る状態すべての確率に
名前をつける

のがお勧めです．3を法としたとき，Sn は 1以外に
も 0 または 2 と合同になる可能性がありますので，
【解答】のように Sn が 0 ; 1 ; 2と合同になる確率を
順に qn ; rn ; sn と名前をつけておきます．そうする
と，これらは互いに排反であり，なおかつ，今回は途
中で試行を止める可能性がない問題なので，n の値に
よらず

qn + rn + sn = 1 Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ 6

が使えるようになり，後半の漸化式を解く部分がス
ムーズになります．
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さらに，確率漸化式を立式する際には
n+ 1（回分）を n（回分）と 1（回分）に
分ける

ことがコツで，ほとんどの入試問題では，最後の 1回
か最初の 1回を分けて考えることで漸化式を立式す
ることができます．この問題では，最後の 1回を分
けて考えると「an+1 = 1」または「an+1 = 2」の 2パ
ターンしかないため，それぞれに適する Sn を考える
ことで

Sn+1 ´ 1

となるのは
Sn ´ 0 かつ an+1 = 1

Sn ´ 2 かつ an+1 = 2

のいずれかのとき，と書き上げることができます．特
に記述式の試験においては，漸化式を立式する前に，
立式しようとしている漸化式が成り立つ理由を伝え
るようにしましょう．
漸化式が立式できれば，そこに6を適用すること
で，「an+1 = pan + q型」，つまり，特性方程式を利
用して解くタイプの隣接二項間漸化式にすることが
できます．途中で初項が必要となりますので，r1 を
求めておくことを忘れずに．
求めた rn の番号を 1つ小さくした rn¡1 が「 2と
なる確率」ですから，これを3に代入することで確
率を求めることができます．
最後に，(ii)では n ¸ 2で考えていたので，階差数
列を用いて一般項を求めるときと同じように，n = 1
のときに (i)の結果と一致するかどうかの確認をして
おきましょう．
京都大学の文系の入試では，2021年度入試の第 3
問で確率漸化式の問題が，2022年度入試の第 2問で
は場合の数で漸化式を作成すると考えやすい問題が
出題されています．また，2021 年度入試の第 5 問，
2018年度入試の第 3問では 3で割った余りに注目す
ると考えやすい問題が出題されています．今回の問
題で学んだ解法・考え方を用いて，取り組んでみるの
はいかがでしょうか．

Q
【解説】にある (*)の部分の証明は以下のようにな
ります．大学入試本番の際，他の問題もすべて解き終
わって時間が余ったときなどは，この証明も答案に書
いておくのがよいでしょう．自分ができることを，大
学側にさらにアピールすることができます．

（証明）

Sn = a1 + a2 +Ý+ an =
n∑
k=1

ak

であり
X = a1 ¢ 10n¡1 + a2 ¢ 10n¡2 +Ý+ an

=

n∑
k=1

ak ¢ 10n¡k

である．よって

X¡ Sn =
n∑
k=1

ak ¢ 10n¡k ¡
n∑
k=1

ak

=

n∑
k=1

ak(10n¡k ¡ 1) Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þ 7

である．
以下，3を法とする．ak (k = 1 ; 2 ; Ý ; n)は整

数であるから， 7より

X¡ Sn ´
n∑
k=1

ak(1n¡k ¡ 1) ´ 0

Ú X ´ Sn

である．
以上より，Xと Sn を 3で割った余りは一致するの

で，Xが 3の倍数であることと Sn が 3の倍数である
ことは同値である．

（数学科：中西）
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